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数学の証明に計算機を使うのは既に古い歴史がある。"HEB <�>は定理証明支援系だが、普通の関数型プログ
ラミング言語でもあり、群の要素の数え上げなどを直
接に実行できる。この時に「正しく数え上げのか」と
いうことが問題になる。�色問題が計算機を使って解
かれた時にも検算 <�>が問題になった。"HEB<�>は $VSSZ )PXBSE対応に基づく定理証明を行
う。命題が型であり証明がλ項に対応する。つまり、"HEBは証明を変数の値として持ち歩くことができる。
つまり、今計算している値だけでなく、その値の性質	�より小さいとか
、そして、その由来 	何から作られ
たのか
を値として持ち歩くことができる。計算結果
が、ちゃんと要求された証明につなかっていることを
示すことが可能である。つまり計算だけなくて、証明
としてちゃんとつながっていることになる。
ここでは、例題としてガロア理論の一部である可解

群を使い、証明を含むデータ構造として、

%BUB�'JO 有限な自然数
'- 順列に対応する減少列
%BUB�-JTU�'SFTI 4PSUFE -JTU

を使う。一部は、"HEBの -JCSBSZでる。
証明付きのデータ構造は BTTFSUと異なり、それを作

成する段階で証明を構成する必要がある。証明は型の
整合性の検査なので、実行時ではなく、プログラムコー
ドの入力時に決まる。しかし、%BUBの構成は実行に行
われるので、群の要素の数え上げも型検査の時に実行
される。つまり、定理証明の時間が問題になる。
証明付きデータを使う方が ��倍速いことがあり、ま

た、証明自体も手で書く部分が少なくなるので楽にな

る。ただし、-JTUへの挿入などは、証明を一緒に書く
ことになるのでやさしいとは言えない。

� ガロア理論

Yの多項式 G	Y
が解を持てば因数定理により
	Y �α
	Y �β
	Y �γ


の形に因数分解可能である。αβγは定数だが、この
三つを置換しても式は同じになる。つまり展開すれば
同じ式になる。つまり、順列の群である対称群が対応
することになある。G	Y
因数定理による分解
G	Y
 �� 	Y �α
	H Y


は、G	Y
の対称群から H	Y
の対称群への変換になる。
具体的には三次の対称群から二次の対称群の変換がな
ければならない。ここで二次式に帰着できれば変換が
あり、変換があれば三次式を二次式に変換できる。
三次の対称群、つまり三つの数の入れ替えは、αβ

γはγ��と�γ�と��γからなるが、三次式を二次式に
変換できるなら、αβγとβαγの二つの形にならな
いとおかしい。つまり、

αγβ �αβγ

とγを移動できる必要がある。ということは、

γβ�βγ

である必要がある。逆元をかけて

F�β y γ y βγ

になれば良い 	これは正確な話ではない
。左辺を$PN�NVUBUPS	交換子
と呼び <βγ>と書く。
ある群の二つの要素を取って交換子に変換したもの

を交換子群と呼ぶ。これは群から群への関手になる。
交換子群を繰り返し作り、単元だけの群になる場合を



4PMWBCMF可解と呼ぶ。多項式に対応する対称群が可解
であることがべき根を使って解けるための条件になる
とされている。今回は対称群が可解であることがが方
程式がべき根で解ける条件であることには関与せず、���次の対称群が可解かどうかを計算で示す。
� "HEBによる (SPVQの表現
群は階層的な構造をもっており、演算と同値関係を
持つ .BHNB 合同則を持つ 4FNJHSPVQ 結合則がある.POPJEそして逆元をもつる (SPVQという順序で作成
する。ここで作るのは対称群なので順列を要素にする。"HEBは)BTLFMMと異なり、直積である SFDPSEと 4VN
型である EBUBを区別する。SFDPSEは ࣾFMEを持つオブ
ジェクトに相当する。*T(SPVQは別に定義されていて、
そこに群の公理が記述されている。SFDPSE が SFDPSE
の構成子になる。"HEBの型には -FWFMがあり、基本型の後に自然数で
指定する。ҩは-FWFMの最大値演算子である。� の前が名
前で、後ろが型である。$BSSJFSは要素の型であり、関係
と演算子が 3FM $BSSJFS ͗ 0Q $BSSJFSと定義されてい
るが、これらは$BSSJFS  $BSSJFS  4FU ͗と $BSSJFS
 $BSSJFS  $BSSJFS のことである。"HEBは )BTLFMM
と同じく JOEFOUで構文のブロックを表している。

SFDPSE (SPVQ D ͗ � 4FU 	TVD 	D Ѥ ͗

 XIFSF
։FME
$BSSJFS � 4FU D
@И@ � 3FM $BSSJFS ͗
@ϫ@ � 0Q $BSSJFS
ε � $BSSJFS
@y � 0Q $BSSJFS
JT(SPVQ � *T(SPVQ @И@ @ϫ@ε @y

PQFO *T(SPVQ JT(SPVQ QVCMJD
NPOPJE � .POPJE @ @
NPOPJE � SFDPSE \ JT.POPJE � JT.POPJE ^
PQFO .POPJE NPOPJE QVCMJD
VTJOH 	SBX.BHNB� NBHNB� TFNJHSPVQ� SBX.POPJE


群の構成要素は ࣾFMEで定義されているが、.POPJEの
公理 JT.POPJEなどはNPEVMFで定義されている。群を
定義するにはこれらの ࣾFMEを適切に埋めれば良い。
順列は "HEBに

%BUB�'JO�1FSNVUBUJPO

というのがあるので、それを使う。これは %BUB�'JOの
間の #JKFDUJPOとして �抽象的に定義されている。中括
弧は省略可能な引数である。置換 Qには二つの写像が
中置演算子 Ձ�ՂՁ�ՂƼとして定義されている。SFDPSEの
中には #JKFDUJPOの性質が入っている。

�� %BUB�'JO�1FSNVUBUJPO�JE
QJE � \Q � ͘ ^  1FSNVUBUJPO Q Q
QJE � QFSNVUBUJPO 	λ Y  Y
	λ Y  Y
 SFDPSE
\ MFGU�JOWFSTF�PG �λ Y  SF֊
� SJHIU�JOWFSTF�PG �λ Y  SF֊ ^

�� %BUB�'JO�1FSNVUBUJPO�֊JQ
QJOW � \Q � ͘ ^  1FSNVUBUJPO Q Q  1FSNVUBUJPO Q Q
QJOW \Q^ 1 � QFSNVUBUJPO 	@Ձ�ՂǪ@ 1
 	@Ձ�ՂƼ@ 1 
 SFDPSE
\ MFGU�JOWFSTF�PG �λ Y  JOWFSTFƼ 1
� SJHIU�JOWFSTF�PG �λ Y  JOWFSTFǪ 1 ^

という感じで簡単に逆元と単位元が求まる。SFࣿは EBUB
である Y б Yを生成する DPOTUSVDUPSである。
置換の同値性は写像が等しければよい。これを SFDPSE

で定義する。

SFDPSE @�Q�@ \Q � ͘ ^ 	 Y Z � 1FSNVUBUJPO Q Q 
 � 4FU XIFSF
։FME
QFR � 	 R � 'JO Q 
  Y Ձ�ՂƼ R б Z Ձ�ՂƼ R

これらを使って置換の群を以下のように定義できる。	QSFTQと QBTTPDなどはここでは記述していない

4ZNNFUSJD � ͘  (SPVQ -FWFM�[FSP -FWFM�[FSP
4ZNNFUSJD Q � SFDPSE \

$BSSJFS � 1FSNVUBUJPO Q Q
� @И@ � @�Q�@
� @ϫ@ � @Ϫ@
�ε � QJE
� @y � QJOW
� JT(SPVQ � SFDPSE \ JT.POPJE � SFDPSE \
JT4FNJHSPVQ � SFDPSE \ JT.BHNB � SFDPSE \
JT&RVJWBMFODF � SFDPSE \SF֊ � QSF֊
� USBOT � QUSBOT � TZN � QTZN ^

� ϫ�DPOH � QSFTQ ^
� BTTPD � QBTTPD ^
� JEFOUJUZ � 	 	λ R  SFDPSE \ QFR �λ R  SF֊ ^ 


 	λ R  SFDPSE \ QFR �λ R  SF֊ ^ 

 ^
� JOWFSTF � 	 	λ Y  SFDPSE \ QFR �λ R  JOWFSTFƼ Y^ 


 	λ Y  SFDPSE \ QFR �λ R  JOWFSTFǪ Y^ 


� y�DPOH �λ J�K  SFDPSE \ QFR �λ R  Q�JOW J�K R ^
^

^

例えば JEFOUJUZは 	ε Ю Y
 �Q� Yだが、これは Y 。ǃRなので、SFࣿで生成できるڡqxڠ
� %BUB�'JO
"HEBは単なる自然数ではなく、有限な自然数を 4VN
型として EBUB表されている。これが証明を持つデータ
構造の最初の例になっている。

EBUB 'JO � ͘  4FU XIFSF
[FSP � \O � ͘^  'JO 	TVD O

TVD � \O � ͘^ 	J � 'JO O
  'JO 	TVD O




[FSPと TVDは/BUと重なっているので.POPNPSQIJDな"HEB では注意が必要である。このデータ構造は基本
的には /BUと同じだが、'JO [FSPは作れない。� �と書
く記法が用意されているが、Oが決まるように記述す
る必要がある。つまり、� �でも Oが異なると別物に
なる。UP͘で自然数を取り出すことができる。'JO Oを
作るためには、それが Oよりも小さい証明が必要であ
る。\O � ͘^省略可能で型推論により自動的に決まる。
決まらなければ "HEB が黄色で JOTUBOUJBUJPO が足りな
いと警告される。証明では黄色を全部消す必要がある。
計算自体は値が決まってなくても計算可能なところま
で進む。これは関数型言語の特徴である。'JOは Oよりも小さいという性質をデータ構造とし
て持っているので、それを証明により取り出すことが
できる。

�� UP͘дO
։OдO � \O � ͘^ 	G � 'JO 	TVD O

  UP͘ G д O
։OдO \@^ [FSP � [дO
։OдO \TVD O^ 	TVD G
 � TдT 	։OдO \O^ G


ここで、TдTと [дOは不等式をを表す EBUBである。つ
まり、この証明は 'JOから ѹへのデータ構造の変換に
なっている。

� 交換子

対称群が定義できたので交換子を定義する。

<@@> � $BSSJFS  $BSSJFS  $BSSJFS
< H  I > � H y ϫ I y ϫ H ϫ I

このように、6OJDPEFっでほぼ数式として定義できる
ところが "HEBの特徴である。$PR<�>と異なる部分で
もある。
この形で生成されるものを繰り返し生成したい。そ

のための生成演算子を以下のように定義する。

EBUB $PNNVUBUPS 	1 � $BSSJFS  4FU 	-FWFM�TVD O Ѥ N


� 	G � $BSSJFS
  4FU 	-FWFM�TVD O Ѥ N
 XIFSF

DPNN � \H I � $BSSJFS^  1 H  1 I  $PNNVUBUPS 1 < H  I >
DDPOH � \G H � $BSSJFS^  G И H  $PNNVUBUPS 1 G  $PNNVUBUPS 1 H

� の前の引数 	1 � $BSSJFS  4FU 	-FWFM�TVD O Ѥ N

 は
前回生成した時の条件である。ここに前の$PNNVUBUPS
を入れる。� の後の引数はこの EBUBの出力であり、生
成された要素になる。これは DPNNで作成した時に作
らている。DDPOHがないと、$PNNVUBUPSの等式が処理

できない。条件がない時には Ѵ を用いる。これは唯
一つの生成演算子を持つ %BUB�6OJUつまり 4JOHMFUPOで
ある。

EBUB Ѵ � 4FU XIFSF
UU � Ѵ

という定義を持つ。交換子は積に付いて閉じてないの
で、交換子群を作る場合には以下の生成子も必要にな
る。しかし、今回は単位元だけになるかどうかを知り
たいだけなので、これは使わない。

HFO � \G H � $BSSJFS^  $PNNVUBUPS 1 G  $PNNVUBUPS 1 H
 $PNNVUBUPS 1 	 G ϫ H 


交換子の生成を繰り返すのが次の述語 EFSJWJOH であ
る。。これも 4FU 	-FWFM�TVD O ҩ N
を返してる。つまり
証明するべき命題を返すような関数になっている。証
明はもちろん、$PNNVUBUPSで作られるλ項であり、ҹ
の構成子 UUで終わる。

EFSJWJOH � 	 J � ͘ 
  $BSSJFS  4FU 	-FWFM�TVD O Ѥ N

EFSJWJOH � Y � -JGU 	-FWFM�TVD O Ѥ N
 Ѵ
EFSJWJOH 	TVD J
 Y � $PNNVUBUPS 	EFSJWJOH J
 Y

これを EFSWJFE�MFOHUI回繰り返すと、単位元のみにな
るというのは以下の SFDPSEで表される。これが可解の
定義になる。

SFDPSE TPMWBCMF � 4FU 	-FWFM�TVD O Ѥ N
 XIFSF
։FME
EFSWJFE�MFOHUI � ͘
FOE � 	Y � $BSSJFS 
  EFSJWJOH EFSWJFE�MFOHUI Y  Y Иε

EFSWJFE�MFOHUI回繰り返すと、単位元のみになるという
数学的構造である。この時に、EFSWJFE�MFOHUI � ͘は存
在記号が付いていると思って良い。SFDPSE を定義する以下のような記法で 4ZNNFUSJD �
が TPMWBCMFであることを表す。

TZN�TPMWBCMF � TPMWBCMF 	4ZNNFUSJD �

TPMWBCMF�EFSWJFE�MFOHUI TZN�TPMWBCMF � �
TPMWBCMF�FOE TZN�TPMWBCMF Y E �  

この  を埋めるのが今回の仕事になる。�次対称群は
可解でないので、以下を証明する。



DPVOUFS�FYBNQMF � l 	BCD ��� ��� �Q� QJE 

DPVOUFS�FYBNQMF �  

FOE� � 	Y � 1FSNVUBUJPO � �
  EFSJWJOH 	EFSWJFE�MFOHUI TPM
 Y
 Y �Q� QJE

FOE� �  

lTZN�TPMWBCMF � l 	 TPMWBCMF 	4ZNNFUSJD �
 

lTZN�TPMWBCMF TPM � DPVOUFS�FYBNQMF 	FOE� 	BCD ��� ��� 
  


ここでl " � "  ѵであり、Һは生成子のない EBUBで
ある。TPMには仮定した TPMWBCMFが来る。BCD ��� ���
は �つの 'JOのうち、Bを Cに、Cを Dに、Dを Bに置換
する置換である。これが何回交換子を作っても残って
しまうことはアルティンの邦訳には以下のような証明
が載っている。基本的にこれを証明することになる。BCD 以外の二つの要素とかを "HEB では具体的に指
摘する必要があり、これが一般的に成立することも示
す必要がある。"HEBによれば
全部証明しろ

ということになる。

� 1FSNVUBUJPOに対応するデータ構造
有限な自然数 'JOの一対一対応#JKFDUJPOが 1FSNVUBUJPO
だが関数なので見えない。これを数え上げる必要があ
るので、もっと具体的なものが望ましい。単なるリス
トでも良いのだが、長さが決まらなかったり、同じ数
字が入ったり、数字が足りなかったりで都合が悪い。
そこで 1FSNVUBUJPOを以下の EBUB構造に対応させる。

EBUB '- � 	O � ͘ 
 4FU XIFSF
G� � '- �
@��@ � \ O � ͘ ^  'JO 	TVD O 
  '- O  '- 	TVD O


'JOの減少列になる。最初の挿入の選択肢はゼロ、次
は一つ、次は二つなどとなる。

		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�




この -JTUに大小関係を入れる。
EBUB @G�@ � \O � ͘ ^ 	Y � '- O 
 	Z � '- O
  4FU XIFSF
G�O � \N � ͘ ^ \YO ZO � 'JO 	TVD N
 ^ \YU ZU � '- N^
 YO %BUB�'JO�� ZO  	YO �� YU
 G� 	 ZO �� ZU 


G�U � \N � ͘ ^ \YO � 'JO 	TVD N
 ^ \YU ZU � '- N^
 YU G� ZU  	YO �� YU
 G� 	 YO �� ZU 


これは順列と �対 �対応するので都合が良い。

� 1FSNVUBUJPOと '- Oの対応
'- Oが置換に対応することは証明する必要がある。こ
こでは順列の DPNCJOBUPSを使う。

'-QFSN � \O � ͘ ^  '- O  1FSNVUBUJPO O O
'-QFSN G� � QJE
'-QFSN 	Y �� ֊
 � QQSFQ 	'-QFSN ֊
 Ϫ QJOT 	 UP͘дQSFE<O> Y 


QFSN'- � \O � ͘ ^  1FSNVUBUJPO O O  '- O
QFSN'- \[FSP^ QFSN � G�
QFSN'- \TVD O^ QFSN � 	QFSN Ձ�ՂƼ 	� �

 �� QFSN'- 	

TISJOL 	QFSN Ϫ ֊JQ 	QJOT 	UP͘дQSFE<O> 	QFSN Ձ�ՂƼ 	� �




 	Q�� QFSN
 


QQSFQは先頭に �を付加する。� Ї � Ї � Ї <>が � ь �ь � ь � ь <>になる。QJOTは �を指定した位置に挿入
する。� Ї � Ї � Ї � Ї <>が � Ї � Ї � Ї � Ї <>にする
ような順列に対する演算である。TIJSJOLは QJOTの逆演
算で �の位置を指定する Q��を使っている。

TISJOL � \O � ͘^  	QFSN � 1FSNVUBUJPO 	TVD O
 	TVD O
 

 QFSN Ձ�ՂǪ 	� �
 б � �  1FSNVUBUJPO O O

つまり、その位置の置換先が �でないと TISJOLは呼び
出せない。QJOT�TISJOLは #JKFDUJPOを構成するのでやや
複雑。
問題は、'-ΰQFSNと QFSNΰ'-が #JKFDUJPOである

ことを示すことだが、

TISJOL�JTP � \ O � ͘ ^  \QFSN � 1FSNVUBUJPO O O^
 TISJOL 	QQSFQ QFSN
 SF֊ �Q� QFSN

TISJOL�JTP� � \ O � ͘ ^  \QFSN � 1FSNVUBUJPO 	TVD O
 	TVD O
^
 	Q�� � QFSN Ձ�ՂǪ 	� �
 б � �
  QQSFQ 	TISJOL QFSN Q��
 �Q� QFSN

が比較的簡単に示せるのでそれを使って証明できる。

� 実際の証明

数え上げは '- Oでおこなうのだが、
Q�JE � '-QFSN 		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�


 �Q� QJE

を示そうと思うとかなり面倒なことになる。しかし、
ここで FRVBMJ[FSを使うと楽になる。置換は数字の列で
表される。その列が等しければ、元の置換も等しいこ
とが証明できる。

QMFR � \O � ͘^  	Y Z � 1FSNVUBUJPO O O 
  QMJTU� Y б QMJTU� Z  Y �Q� Z

これを使って



Q�JE � '-QFSN 		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�


 �Q� QJE
Q�JE � QMFR @ @ SF֊

という風に簡単に証明できる。QMJTU� Yは具体的なλ項
どうしの比較だから SFࣿ で良い。QMFR の証明は QMJTU�
の BMHPSZUINを二つの項 Y Zで同時にたどって、入力R � 'JO Oに対して 	Y ǃڡq)(yڠ R
を示していけばよい。�次では
Q� � '-QFSN 		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�



Q� � '-QFSN 		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�



TU�� � 	 H I � 1FSNVUBUJPO � �
 
	< H  I > �Q� QJE
 ϸ 	< H  I > �Q� Q�
 ϸ 	< H  I > �Q� Q�


になるのだが、これを �次対称群の要素全部に付いて
確認する必要がある。図 �というように ��行程度書
く必要がある。この証明チェックには数分かかる。

� �次対称群
BCDは QJOTなどで定義できる。

��� � Ї � Ї � Ї <> BCD
�SPU � 1FSNVUBUJPO � �
�SPU � QJE \�^ Ϫ QJOT 	Oд �


�次の中の �次なので二つ空き場所がある。それを不
等式で指定する。不等式なのは 'JOを指定するのに便
利だからである。

BCD � \J K � ͘ ^  	J д � 
  	 K д � 
  1FSNVUBUJPO � �

これを交換子から生成してやればよい。< ECB  BFD >な
のだが、場所を正確に指定する必要がある。

SFDPSE 5SJQMF \J K � ͘ ^ 	J�� � J д �
 	K�� � K д �

	SPU � 1FSNVUBUJPO � �
 � 4FU XIFSF

։FME
ECB��� � 'JO �
ECB��� � 'JO �
BFD��� � 'JO �
BFD��� � 'JO �
BCD� � JOT� SPU J�� K�� �Q�
< JOT� 	SPU Ϫ SPU
 	։OдO \�^ ECB���
 	։OдO \�^ ECB���

 JOT� 	SPU Ϫ SPU
 	։OдO \�^ BFD���
 	։OдO \�^ BFD���
 >

これをすべての場所に付いて SFDPSEを作成する。これ
がすべての組み合せについて記述される。図 �の ��行
程度である中の値は自分で計算する必要がある。

これだけでは閉じてなくて、もう一種類必要になる。�次の置換には右回転と左回転があり、右回転は左回
転の交換子で作るためである。この対称性は置換のレ
ベルでも '- Oのレベルでも自明には見えない。なの
で、別々に手計算する必要がある。

ECB�USJQMF � \J K � ͘ ^  	J�� � J д � 
  	K�� � K д � 

 5SJQMF J�� K�� 	�SPU Ϫ �SPU 


�次対称群の中で �次の置換は二種類にわかれて存在し
ていて、それらが交互に交換子を生成するようになっ
ている。

EFSWJF�BOZ��SPU� � 	O � ͘ 
  \J K � ͘ ^  	J�� � J д � 
  	K�� � K д � 

 EFSJWJOH O 	BCD J�� K�� 


EFSWJF�BOZ��SPU� � 	O � ͘ 
  \J K � ͘ ^  	J�� � J д � 
  	K�� � K д � 

 EFSJWJOH O 	ECB J�� K�� 


この二つが相互参照している構造になっている。本の
証明ではそれを気にする必要はないが、"HEBは出目を
気にするので必要である。
このチェックにも時間はかかるが、�次対称群ほど

ではない。
しかし、この方法では �次対称群の可解性を示すの

は厳しい。そこで、4PSUFE -JTUである 'SFTI -JTU <�>を
使う。

�� 'SFTI -JTU
各要素の大小関係がすべて入っている TPSUされた -JTU
。これを使うと重複要素を排除できる。

EBUB -JTU� � 4FU 	B Ѥ S

GSFTI � 	B � "
 	BT � -JTU�
  4FU S

EBUB -JTU� XIFSF
<> � -JTU�
DPOT � 	B � "
 	BT � -JTU�
  GSFTI B BT  -JTU�

JO։YS � @Ї�@
QBUUFSO @Ї�@ Y YT � DPOT Y YT @

GSFTI B <> � Ѵ
GSFTI B 	Y Ї� YT
 � 3 B Y � GSFTI B YT

これを使うと

'-JTU � \O � ͘ ^  4FU
'-JTU \O^ � -JTU� 	'- O
 Ӄ @G� @ ӄ

GS� � '-JTU
GS� �
		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�


 Ї�



TU�� � 	 H I � 1FSNVUBUJPO � �
  	< H  I > �Q� QJE
 ϸ 	< H  I > �Q� Q�
 ϸ 	< H  I > �Q� Q�

TU�� H I XJUI QFSN'- H ] QFSN'- I ] JOTQFDU QFSN'- H ] JOTQFDU QFSN'- I
��� ] 	[FSP �� 	[FSP �� 	[FSP �� G�


 ] U ] SFDPSE \ FR � HF ^ ] UF � DBTF� 	QUSBOT 	DPNN�SFTQ \H^ \I^ \QJE^ 	'-�JOKFDU HF 
 QSF֊ 
 	JEDPNUM I
 

��� ] T ] 	[FSP �� 	[FSP �� 	[FSP �� G�


 ] TF ] SFDPSE \ FR � IF ^ � DBTF� 	QUSBOT 	DPNN�SFTQ \H^ \I^ \@^ \QJE^ QSF֊ 	'-�JOKFDU IF 

	JEDPNUS H
=



��� ] 	[FSP �� 	TVD [FSP
 �� 	[FSP �� G� 

 ] 	[FSP �� 	TVD [FSP
 �� 	[FSP �� G� 

 ] SFDPSE \ FR � HF ^ ] SFDPSE \ FR � IF ^ �

DBTF� 	QUSBOT 	DPNN�SFTQ 	Q'- H HF
 	Q'- I IF

 	'-�JOKFDU SF֊
 

��� ] 	TVD [FSP
 �� 	[FSP �� 	[FSP �� G� 

 ] 	TVD [FSP
 �� 	[FSP �� 	[FSP �� G� 

 ] SFDPSE \ FR � HF ^ ] SFDPSE \ FR � IF ^ �

DBTF� 	QUSBOT 	DPNN�SFTQ 	Q'- H HF
 	Q'- I IF

 	'-�JOKFDU SF֊
 

��� ] 	TVD [FSP
 �� 	TVD [FSP �� 	[FSP �� G� 

 ] 	TVD [FSP
 �� 	TVD [FSP �� 	[FSP �� G� 

 ] SFDPSE \ FR � HF ^ ] SFDPSE \ FR � IF ^ �

DBTF� 	QUSBOT 	DPNN�SFTQ 	Q'- H HF
 	Q'- I IF

 	'-�JOKFDU SF֊
 

��� ] 	TVD 	TVD [FSP

 �� 	[FSP �� 	[FSP �� G� 

 ] 	TVD 	TVD [FSP

 �� 	[FSP �� 	[FSP �� G� 

 ] SFDPSE \ FR � HF ^ ] SFDPSE \ FR � IF ^ �

DBTF� 	QUSBOT 	DPNN�SFTQ 	Q'- H HF
 	Q'- I IF

 	'-�JOKFDU SF֊
 

���

'JHVSF �� �次対称群のめんどくさい計算
PQFO 5SJQMF
USJQMF � \J K � ͘ ^  	J�� � J д �
 	K�� � K д �
  5SJQMF J�� K�� �SPU
USJQMF [дO [дO � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF [дO 	TдT [дO
 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF [дO 	TдT 	TдT [дO

 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF [дO 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF [дO 	TдT 	TдT 	TдT 	TдT [дO



 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT [дO
 [дO � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT [дO
 	TдT [дO
 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT [дO
 	TдT 	TдT [дO

 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT [дO
 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT [дO
 	TдT 	TдT 	TдT 	TдT [дO



 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT [дO

 [дO � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT [дO

 	TдT [дO
 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT [дO

 	TдT 	TдT [дO

 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT [дO

 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT [дO

 	TдT 	TдT 	TдT 	TдT [дO



 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 [дO � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 	TдT [дO
 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 	TдT 	TдT [дO

 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 � SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^
USJQMF 	TдT 	TдT 	TдT [дO


 	TдT 	TдT 	TдT 	TдT [дO



 �

SFDPSE \ ECB��� � � � � ECB��� � � � � BFD��� � � � � BFD��� � � � � BCD� � QMFR @ @ SF֊ ^

'JHVSF �� �次対称群のめんどくさい計算の半分
＞ ＞ ＞ ＞ ＞

		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�


 Ї�
		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�


 Ї�
		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�


 Ї�
		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�


 Ї�
<>

などとできる。4PSUされてないものを定義することは
できない。GSFTIは 4FU、つまり命題を返す形なので、値が十分
に決まらないと証明するものもわからない。

GS� � '-JOTFSU 		� �
 �� 		� �
 �� 		� � 
 �� G�


 GS�

とできれば良い。'-JOTFSUは単なる線形挿入だが、GSFTIMJTUを証明する必要がある。
'-JOTFSU � \O � ͘ ^  '- O  '-JTU O  '-JTU O
'-GSFTI � \O � ͘ ^  	B Y � '- 	TVD O
 
  	Z � '-JTU 	TVD O
 
  B G� Y

 GSFTI 	'- 	TVD O

 Ӄ @G� @ ӄ B Z
 GSFTI 	'- 	TVD O

 Ӄ @G� @ ӄ B 	'-JOTFSU Y Z


'-JOTFSU \[FSP^ G� Z � G� Ї� <>
'-JOTFSU \TVD O^ Y <> � Y Ї� <>
'-JOTFSU \TVD O^ Y 	DPOT B Z Y
 XJUI '-DNQ Y B
��� ] USJИ lB C lD � DPOT B Z Y
��� ] USJ� MU lC lD � DPOT Y 	 DPOT B Z Y


	 -FWFM�MJGU 	GSPN8JUOFTT MU 
  UUG MU Z Y

'-JOTFSU \TVD O^ Y 	DPOT B <> Y
 ] USJ� lB lC MU �

DPOT B 	 Y Ї� <> 
 	 -FWFM�MJGU 	GSPN8JUOFTT MU
  -FWFM�MJGU UU 




'-JOTFSU \TVD O^ Y 	DPOT B Z ZS
 ] USJ� lB lC B�Y �
DPOT B 	'-JOTFSU Y Z
 	'-GSFTI B Y Z B�Y ZS 


という形で、'-JOTFSUと '-GSFTIで相互再帰していく。'-GSFTIは省略している。
Ӄ @G� @ ӄは@G� @のままでは 4FUで扱いづらいので、

それが真なのか偽なのかを表す EBUBである。GSPN8JU�OFTTや UP8JUOFTTで変換する。中には不等号を表す EBUB
構造が入る。GSFTIの CBTFは ҹなので -FWFM�MJGU UUが最
後に来る。3 B Y � GSFTI B YTはみづらいが、直積で不
等号と、後に続く GSFTIの条件リストがある。
�� 1FSNVBUJPOの数え上げ
全部の 1FSNVUBUJPO を 'SFTI -JTU にする。全部入って
いることをデータ構造として表すには以下の EBUB を
使う。

EBUB "OZ � -JTU� " 3  4FU 	Q Ѥ B Ѥ S
 XIFSF
IFSF � ϓ \Y YT QS^  1 Y  "OZ 	DPOT Y YT QS

UIFSF � ϓ \Y YT QS^  "OZ YT  "OZ 	DPOT Y YT QS


ここにある、あそこにあるみたいな感じである。

"OZ'-JTU � 	O � ͘ 
  	Y � '- O 
  "OZ 	Y б@ 
 	ϓ'MJTU GNBY


が示せれば、Е'MJTU GNBYに全部の '- Oが入っている
ことがわかる。

Yϛ'-JOT � \O � ͘^  	Y � '- O 
  	YT � '-JTU O

 "OZ 	Y б@ 
 	'-JOTFSU Y YT


JOT"OZ � \O � ͘^  \Y I � '- O ^  	YT � '-JTU O

 "OZ 	Y б@ 
 YT  "OZ 	Y б@ 
 	'-JOTFSU I YT


などが証明できるのでこれを使う。

�� 数え上げの方法

'- Oは一つ小さいリストの前に、�から Oまでを付け加
えることで数え上げられる。この方法だと GSFTIを作る
のに相互再帰は必要ない。しかし、このままでは"HEBが
停止条件を見つけられなので、\�� 5&3.*/"5*/( ��^
を付けている。

\�� 5&3.*/"5*/( ��^
"OZ'-JTU � \O � ͘ ^  	Y � '- O 
  "OZ 	Y б@ 
 	ϓ'MJTU GNBY

"OZ'-JTU \[FSP^ G� � IFSF SF֊
"OZ'-JTU \TVD [FSP^ 	[FSP �� G�
 � IFSF SF֊

"OZ'-JTU \TVD 	TVD O
^ 	Y �� Z
 � TVCTU 	λ L  "OZ 	@б@ 	L �� Z


	'MJTU 	TVD O
 B�TB 	ϓ'MJTU GNBY
 	ϓ'MJTU GNBY
 



	GSPN͘��UP͘ @ @
 	 "OZ'-JTU� 	TVD O
 	UP͘ Y
 B�TB 	ϓ'MJTU GNBY

	ϓ'MJTU GNBY
 ։O�O ։O�O 	"OZ'-JTU Z
 	"OZ'-JTU Z

 XIFSF

"OZ'-JTU� � 	J Y � ͘
  	J�O � J � TVD 	TVD O
 
 
	- -� � '-JTU 	TVD O
 
  	Y�O � Y � TVD 	TVD O
 
  Y � TVD J
 "OZ 	Z б@ 
 -  "OZ 	Z б@ 
 -�
 "OZ 			GSPN͘� Y�O
 �� Z
 б@ 
 	'MJTU J J�O - -�


"OZ'-JTU� �  

以下の部分で

"OZ'-JTU� 	TVD J
 Y 	TдT J�O
 	DPOT B 	DPOT B - Y
 Y

-� Y�O 	TдT Y�J
 	UIFSF XI
 BOZ XJUI '-DNQ B B

��� ] USJ� B lC lD � JOT"OZ @ 	
"OZ'-JTU� 	TVD J
 Y 	TдT J�O
 	DPOT B - Y
 -� Y�O 	TдT Y�J
 XI BOZ 


	DPOT B 	DPOT B - Y
 Y
 は 	DPOT B - Y
 と小さくなって
るのだが、"HEBはそれを認識してくれない。
�� $PNNVUBUPSの数え上げの方法
さらに、交換子の生成を数え上げる必要がある。差分
リストを使えば

UM� � 	'- O
  	 [ � '-JTU O
  '-JTU O  '-JTU O
UM� I <> X � X
UM� I 	Y Ї� [
 X � UM� I [
	'-JOTFSU 	 QFSN'- < '-QFSN I  '-QFSN Y > 
 X 


UM� � 	 Y [ � '-JTU O
  '-JTU O  '-JTU O
UM� <> @ Y � Y
UM� 	I Ї� Y
 [ X � UM� Y [ 	UM� I [ X


$PNN'-JTU � '-JTU O  '-JTU O
$PNN'-JTU Y � UM� Y Y <>

$PNN'-JTU/ � ͘  '-JTU O
$PNN'-JTU/ � � ϓ'MJTU GNBY
$PNN'-JTU/ 	TVD J
 � $PNN'-JTU 	$PNN'-JTU/ J


数え上げ自体は簡単で、すべての組の交換子を作って'-JOTFSUすればよい。そのために '-JOTFSUを作ったの
だった。
それが正しく、すべての組み合せを含んでいるかを

示す必要がある。

$PNN4UBHF � 	J � ͘
  	Y � 1FSNVUBUJPO O O 

 EFSJWJOH J Y  "OZ 	QFSN'- Y б@
 	 $PNN'-JTU/ J 


つまり、EFSJWJOH J Yならば、それは $PNN'-JTU/ Jに含
まれているというわけである。これを示すには、$PNN�'-JTU/を J にそって EFSJWJOH J Y と一緒に分解してい
く。あとは、UM�と UM�が特定の組み合せを含むことを
調べに行く。



$PNN4UBHF [FSP Y 	-FWFM�MJGU UU
 � "OZ'-JTU 	QFSN'- Y

$PNN4UBHF 	TVD J
 �	 < H  I > 
 	DPNN \H^ \I^ Q R
 �
DPNN� 	$PNN'-JTU/ J
 	$PNN'-JTU/ J
 	$PNN4UBHF J H Q


	$PNN4UBHF J I R
 <> XIFSF
( � QFSN'- H
) � QFSN'- I
�� UM� DBTF
DPNN� � 	- -� � '-JTU O
  "OZ 	( б@
 -

 "OZ 	) б@
 -�  	-� � '-JTU O

 "OZ 	QFSN'- < H  I > б@
 	UM� - -� -�


DPNN� �  
�� UM� DBTF
DPNND � 	-� -� � '-JTU O

 "OZ 	@б@ 	QFSN'- < '-QFSN (  '-QFSN ) >

 -�
 "OZ 	@б@ 	QFSN'- < '-QFSN (  '-QFSN ) >

 	UM� ( -� -�


DPNND �  

この時に、

DPNN� � 	- -� -� � '-JTU O
  	B � '- O

 "OZ 	@б@ 	QFSN'- < H  I >

 	UM� -� -� -�

 "OZ 	@б@ 	QFSN'- < H  I >

 	UM� -� -� 	UM� B - -�



DPNN� � 	- -� -� � '-JTU O
  	B � '- O
  l 	 B б QFSN'- H 

 "OZ 	@б@ 	QFSN'- < H  I >

 	UM� -� -� 	UM� B - -�


 "OZ 	@б@ 	QFSN'- < H  I >

 	UM� -� -� -�


などの交換法則が必要になる。つまり、Hが Bと関係
なければ 	UM� B - -�
を移動して良い。
このアルゴリズムだと、一度、UM�のそこまで潜らな

いと戻り値が確定しない。なので、交換則をつかって
行きつ戻りつする必要がある。
おそらく、$PNN'-JTU/と $PNN4UBHFΰを同時に

生成する見通しの良い方法があると思われる。

�� 'SFTI -JTUを使った可解の検査
結局、"OZ 	QFSN'- Y б@
 Z  Y �Q� QJEを調べる
には '-JTU Oが'-� Ї� <>であることを確認すればよい。
$PNN4PMWFE � 	Y � 1FSNVUBUJPO O O
  	Z � '-JTU O

 Z б '-� Ї� <>  	'-QFSN 	'-� \O^
 �Q� QJE 

 "OZ 	QFSN'- Y б@
 Z  Y �Q� QJE

$PNN4PMWFE Y �	DPOT '-� <> 	-FWFM�MJGU UU

 SF֊ FR� 	IFSF FR

� '-QJE @ FR FR�

TUBHF�'-JTU � $PNN'-JTU/ � � б
DPOT 	[FSP �� [FSP �� [FSP �� G�
 <> 	-FWFM�MJGU UU


TUBHF�'-JTU � SF֊

TPMWFE� � 	Y � 1FSNVUBUJPO � �
  EFSJWJOH � Y  Y �Q� QJE
TPMWFE� Y ES � $PNN4PMWFE � Y 	 $PNN'-JTU/ � � 


TUBHF�'-JTU Q�JE TPMWFE� XIFSF
TPMWFE� � "OZ 	QFSN'- Y б@
 	 $PNN'-JTU/ � � 

TPMWFE� � $PNN4UBHF � � Y ES

と簡単に記述することができる。

�� 実行時間

'SFTI -JTUを使う方法だと、�次の場合でも��秒 	TZN�O

でチェックされる。�次でも ��秒である。�次も高速
化される可能性がある。

BHEB TZN��BHEB ������T VTFS ����T TZTUFN ��� DQV ������� UPUBM
BHEB TZN�O�BHEB ����T VTFS ����T TZTUFN ��� DQV ������ UPUBM
BHEB TZN�O�BHEB ����T VTFS ����T TZTUFN ��� DQV ����� UPUBM
BHEB TZN��BHEB ����T VTFS ����T TZTUFN ��� DQV ������ UPUBM
BHEB TZN��BHEB ����T VTFS ����T TZTUFN ��� DQV ����� UPUBM
BHEB TZN��BHEB ����T VTFS ����T TZTUFN ��� DQV ����� UPUBM

TZN� を実際に計算して反例を探すこともできるのだ
が、型検査時の実行では停止を確認できなかった。し
かし、"HEBには )BTLFMM経由で実行バイナリを生成す
る機能があり、それを用いれば瞬時に計算は終わる。

��TZN�O ����T VTFS ����T TZTUFN ��� DQV ����� UPUBM

�� "HEBの証明付きコード
"HEBは )BTLFMMに近い構文を持つ、)BTLFMMで実装さ
れた定理証明系であり、純関数型プログラミング言語
でもある。"HEBから実行コードを生成することもでき
る。証明に特化した $PRよりはプログラマにとって近
いしいものかも知れない。
さまざまな計算が「いったい何を計算しているのか」

をちゃんと把握することは重要だし、すべてのバグは
つまらないバグなので、さまざまな理由でバグが混入
する。そこで、計算しているものの仕様を記述して、そ
れを証明するのは回り道であるが有効かも知れない。
一方で、実行時に証明のコードはまったくの無駄と

も言える。一方で実行時に型検査する必要はないはず
なので、オーバヘッドは存在しない。しかし、'SFTI -JTU
は -FWFM�MJGU UUを持つので、それは生成される。

DPOT 	[FSP �� [FSP �� [FSP �� G�

	DPOT 	TVD [FSP �� TVD [FSP �� [FSP �� G�

	DPOT 	TVD 	TVD [FSP
 �� [FSP �� [FSP �� G�
 <> 	-FWFM�MJGU UU


	-FWFM�MJGU UU  -FWFM�MJGU UU


	-FWFM�MJGU UU  -FWFM�MJGU UU  -FWFM�MJGU UU


のような形になる。これは実行時に生成されてしまう。
これはオーバヘッドになる。ただし、TZN�Oのように
コンパイルしてしまえば、使われない部分は計算�生成



されない可能性がある。なので実行時のオーバヘッド
はほとんどないかも知れない。
証明自体は線形挿入でもかなりめんどうでプログラ

ミングの手間に見合うとは思えない。しかし、ライブ
ラリは重要なので、その手間に見合う可能性もある。
また、証明自体は大半の証明は簡単なので機械学習が
使える可能性が高い。
置換の表現としての #JKFDUJPOの扱いは面倒で、同値

を調べるには、すべての要素に付いて写像が等しいこ
とを調べる必要がある。一方で、入力を固定すれば、
それは単なる定数関数となる。つまり、抽象的なもの
を具体的なものに置き換えられれば、話は簡単になる。
あらゆる抽象的なものはゲーデル的な意味で具体的な
構造物を持つはずなので、一般的にそういうことが可
能かも知れない。"HEB での同値性は、三つの表現方法がある。一つ
は SFࣿつまり、"HEBのλ項として等しいことである。
これは圏論の言葉で言う TNBMMに相当する。プログラ
ミングで出てくるもののほんどは、この形ですむ。も
う一つは EBUBを使って 4VN型として表す方法がある。
例えば、具体的な有限グラフはこの方法が適している。
この方法だとエッジの不存在を簡単に証明できる。三
つ目として SFDPSEを持ちても良い。置換の結果が等し
いとかはこの方式である。いずれの方式でも問題にな
るのはλ項の単一化 	6OJࣾDBUJPO
である。"HEBは自然演繹なので推論規則自体は理解しやす
い。難しさは単一化にあり、さまざまな問題が生じる。
しかも、それはプログラミング上、証明上良く見えな
い。巨大な変数を含む項が生成されて、計算時間を消
費する。現在の "HEBはファイル単位での差分実行は
あるが、一つのファイル内での差分実行はないので、
重い証明が存在する。単一化の計算量は指数計算量で
予測は難しい。
もう一つは停止性の問題である。停止性は無視する

こともできるが、もう少し制御したい。制御の方法は
不明だが、必要なのは EFEVDUJPOつまり、減少列を明確
にすることなので、外付けがそれを付加できると良い。"OZは任意の要素 Yが - � 'SFTI -JTUに入っているこ
とを示す。これは -が Y集合の *OJUJBM 0CKFDUつまり、-ΰ Yとなる関数をすべて持っているということになっ
ている。$PNN4UBHFΰを示す時に使った可換性は "OZ
が自然変換であることを意味している。この部分は証
明なので実際の計算には関係ない。しかし、その部分
では圏論的なアプローチが有効かも知れない。
コンパイルにより高速に計算が実行されるのは良い

が、それを証明時、つまり型検査時に使用することは

現状ではできない。"HEB は型検査結果を �BHEBJ ファ
イルに取っておくので、実行時の結果を �BHEBJに埋め
込む方法が考えられる。そのためには、都合良く計算
を引き伸ばすような実装が必要になる。

�� 終わりに

"HEBによる対称群の可解性についての証明を行った。
手計算では入力と検査時間がかかるが、'SFTI -JTUのよ
うな証明付きデータ構造を用いることにより検査時間
を短縮し、記述も短くすることができた。一方で、リ
ストへの挿入などのコードが複雑になってしまう。し
かし、それにより "OZのように、'SFTI -JTUに必要な
ものが全部入っていることを確認することができ、そ
れをそのまま証明に使うことがきる。これにより、計
算結果を直接に証明で使うことができるようになる。
五次対称群が可解群でない計算は '-JTUを使ってな

い。EFSJWJOHが不動点になるなら機械的に '-JTUで証明
できる。しかし、それは非可解であることの説明には
ならない。BCDが他の置換の交換子として表されると
いう理由はそこからは出てこない。
この例はプログラムの正しさを直接に証明として

コードに埋め込んだ例になっている。"HEBによる証明は <�>で見ることができる。
3FGFSFODFT
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