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1 課題

単項分布とは、確率変数がある値 µとなる確率が 1である分布で、ε(x−µ)
と表記する。

(1) 自由度 nの X2 分布において、n → ∞のとき、X2

n の分布は単項分布

ε(x− 1)に収束することを示せ。

(2) 自由度m,nの F 分布において、n → ∞のとき、mF の分布は自由度

mのX2 分布に収束することを示せ。

2 解
(1)

Φ(ξ) = E[eiξX ] =
∫ ∞

−∞
eiξxW (x)dx

X2 分布の確率密度は

Cn(y) =
1

2N/2Γ(N/2)
y(N/2)−1e−y/2

公式にあてはめると ∫ ∞

−∞
eiξxCn(y)dx

Cn(y)はこのままでは xで積分できないので y/2 = xと変数を変換す

る。X2 分布は y ≥ 0なので x ≥ 0

Φ(ξ) =
∫ ∞

0

e2iξx 1
2N/2Γ(N/2)

x(N/2)−1e−xdx

=
1

Γ(N/2)

∫ ∞

0

e(2iξ−1)xx(N/2)−1

1



となる。(2iξ − 1)x を −aとおく。

=
1

Γ(N/2)

∫ ∞

0

e−a

(
a

1− 2iξ

)(N/2)−1 (
1

1− 2iξ

)
da

=
1

(1− 2iξ)N/2

となり、

E[eiξX/N ] = E[e
iξ
N X ]

なので
1

(1− 2iξ/N)N/2

が X2

n の特性関数となる。N →∞すると、

lim
N→∞

1
{1 + (−2iξ/N)−N/2iξ}−iξ

=
1

e−iξ

= eiξ

単項分布の特性関数は

E[eiξX ] = eiξ1 · 1

= eiξ

よって X2

n の分布は単項分布 ε(x− 1)に収束する。

(2)

Y/m

Y/n
= F

となり、Y/nは (1)より 1なので

Y

m
= F

mF = Y

よって、X2 分布に収束する。
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