
関数と写像

1.集 合と写像によるデータの表現法

データを数学的に記述して考察するためには集合と写像という概念を用いる。デー

タをコンピュータで扱うときも,通常のユーザは意識しないが,集合と写像と用いた

記述が基本となっている。集合と写像の概念を明確にするのは後で行うとして,まず

身近な例から入ろう。

F=(りんご,ぶ どう,パ イナップル,み かん,バ ナナ}は 集合の例である。この集

合は 「3つの例でできており,要 素は果物の名前 (すなわち文字列)で ある。今,く

だものは,そ れを生産した地域が存在するのは確かである。ところで,地 域には,た

くさんの特産物があるが,そ の地域を R={北 海道,山 梨,愛 媛,沖 縄}を 考えて,

生産地の集合と果物の集合の対応を考えよう。すなわち,ど の果物がどこで生産され

たかを考える。すると,図 1の例の対応関係が生まれる。

図 1.仕 入先を示す集合.

ここにあげたくだものは,と うぜんのことながら,色 々な生産地に対応 している.

この対応を関数と呼ぶが,以 下ではその具体的な定義を行おう.

関数の定義 (P。25)集 合 Aの どの元にも集合 Bの 元が唯一つ関係づけられている

とき,そ の対応をAか らBへ の関数 (function)または写像(mapping)という。すな

わち,

メ:九→ B  あ るいは  九 一 B

と表される.言 葉を変えれば,任 意の集合 Aの 元 (acム)が集合 Bの 元 (bcB)に 対応

づけられているとき,そ の写像は関数となり
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と表す。

定義域と値域

集合Aを 関数 fの定義域と呼び,

D(メ)=伊 ∈AIノ=メ(χ)となるノcβが存在する}

と表す。値域は,そ の定義から

メ(ム)=〔メ(】)lχ∈ム}

とも表される。

全射,単 射,全 単射,恒 等写像

全射 (sutteCtiOn 上への写像)

任意の ノ∈Bに対応しているχcムが必ず存在する。(Aと Bの 要素は必ず結ばれ

る)

○

単射 (ittection 中への写像)

1つのノcBに 対応しているχ∈対よ1つ しかない。(Aの要素は必ず Bの 要素の一

つと対応している。ここで,Bの 要素数はAの それより多くてもよい)

全」単1射 (btteCtiOn)

1つ のメc』に対応しているχcムは必ず 1つ だけ存在する。(Aの 要素とBの 要素

はすべて一対一対応している。この性質を狭義の一対一対応という)
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IV.恒等写像 (identical bttectiOn)

β=Aの とき,写 像 /:A一 九はXにおける

Aの 要素をそれ自身に移す写像である)

(ムの上の)写 像という。(すなわち,

集合 A,Bの すべての要素について,一 対一対応が成立することを
“
狭義の

"と
呼んだ

が,広 義の一対一対応の場合は,Aも しくは Bの 少ない方の要素が多い方と一対一に

対応することを許す。すなわち,下 の例は広義の一対一対応である。

V.逆 写像

Aか らBへ の狭義の一対一対応は全単射であるが,逆 にみたBか らAへ の写像

も,狭 義の一対一対応になっているから,や はり全単射である.写 像が全単射である

と き , 逆 の 対 応 を 逆 写 像 と い い , メ
1 と

書 く 。 つ ま り ,

労∈ム,ycB,メをえからβへの全単射であるとして

メ:ムー B, メ=/(労)

の逆写像/1は

/1:B→ ム, 労=メ
~1(ノ

)

となる.

教科書

問 3.1 次 の非負整数全体の集合Aか らAへ の関数はどのような性質を持つ写像か
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この表よりAの すべての要素は,Aの 要素の奇数に対応し,か つ,対 応するのは 1つ



(2)g(メ )=lχ -21
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しかないから単射である。

この表より,Aの 要素 1, 2は 移された先では重複する。また,Aの 要素はすべて A

に移される。従って全射である。

この表より,Aの すべての要素は,0,1,2を のぞいてすべての Aに 移され,か つ,

対応するのは一つしかない,従 って,単 射である。

教科書 例 題 3.4の 説明

整数の集合 Zの 要素を7で 割った余 りを考えよう。すなわち,

Z={… …5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,…・}を7で割った余 りの集合をZ/R7と表そう。

(一般には,Z/7Zあ るいは簡単に,Z7と表す)。 このとき,Zと 2R7の 対応は

Z = 〔…・- 5 , - 4 , - 3 , - 2 , - 1 ,  0 ,  1 ,  2 , 3 , 4 , 5 , …・}

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ メ: z / R 7

Z / R 7 = | …・2 ) 3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  0 ,  1 ,  2 , 3 ,  4 ,  5 , …・}

となる。(これはもっと長く続けたら理解できます).

すなわち,整 数 Zを 7で 害Jった余 りは,高 々0,1,2,3,4,5,6で あるので,余 り
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の等しい集合を以下のように書こう。

7で割 り切る数の集合 [01=t…
… 21,-14,-7,0,7,14,21,…}

7で割って 1余 る数の集合 [11=t…
… 20,-13,-6,1,8,15,22,…〕

7で割って 2余 る数の集合 [21=t・
・-19戸 12,-5,2,9,16,23,…}

7で害Jって 3余 る数の集合 [31=〔
……18,-11,-4,3,10,17,24,…〕

7で 割って4余る数の集合 [41={…
…17,-10,-3,4,11,18,25,一}

7で割って 5余 る数の集合 [51=|…
…16,-9,-2,5,12,19,26,…}

7で割って 6余 る数の集合 [6]=【
……15,-8,-1,6,13,20,27,…}

一般に整数 aと bを 整数 cで割った余 りが等しいとき,

α≡b  mod c

と書いて, aと bを 同一視することを cを法として合同という ( aとbは cを法とし

て 合 同 と い う ) . 従 っ て , 上 の 記 述 に お い て は

8≡15 mod 7,-12=9 mod7,6室27 mod 7等が成立する。

本の問題.例 題 3.4と問 3.2

れ=1,2,3,4,5,6に対 し

メ●)=レ十叶
メ(10)=臣1メ(臣D=[21/(12)=[31/(13)=[41メ(14)=151/(15)=161メ(16D i 101

より全単射 (左辺と右辺が一対―に対応).

メ(レD=[2れ]:
メ( 1 0 ) = 1 0 1 / ( l l D = [ 2 1 / ( [ 2 ) 三[ 4 1 / ( 1 3 ) = [ 6 1 / ( [ 4 ) = 1 8 1 = 臣1
/(15)=臣01=[31/(16)=臣21=151

従って,こ れも全単射である。

メ●)=レ21:

メ([0)=101メ(臣)=臣1/([2)三141メ(13)=19]=[21メ([4b=臣61=[21

メ(15)=[25]=[41メ([6)=[361=lll
これを図で書くと
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すなわち,こ れは,全 射や単射の定義に該当しないから,全 射でも単射でもな



3.2 代数系

集合Aと その要素間に演算 (写像,加 法,乗 法)が 定義されていて,そ の演算結

果が元の集合Aに 属するとき,集 合と演算(A;メ)を代数系という。たとえば,

九={0,1,2,3,4}について,加 法と乗法を以下で定義すると,こ れは代数系と

なる。

加 法 : α, う∈A , α十♭峯( α+ ♭) m O d  5  c 九

乗法 : α, b c 九, αx b = ( α×b ) m O d 5  c 九

同形写像と準同形写像

二 つ の代 数 系 ( 九刃り, ( 』; g ) につ いて , A か ら 』 へ の写 像 ? が 準 同形

(homomOrphsm)で あるとは,ム の任意の要素 α,うに対 して,

?(α・b)=?(α)・?(b)

が存在す ることである。さらに,?が 全単射 (一対一)な らば,ス は 3と 同形

(isom o r p h i s m )であるといい,

(九;メ)峯(B;g)

と書く.
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