
数学的帰納法

数学の問題の証明の方法には
いくつかの道があります。それは,そ

の問題の特性によつて決

定するものですが,離 散数学で便利
な放蕩として数学的帰納法という

のがあります。それは,

P(1)という命題が真であることを証明
し,P(nlという命題が真である

ことを仮定したとき,P

(n+1)と いう命題が真となればそれ以降
P(n+1)・・・の命題が真であること証明するも

ので

す。この概念は非常に大事で,例 えばア
ンドレヴェイユ先生の初学者のための整数論

の 2ペ ー

ジ基本的性質 (6)の 中でさりげなく述
べています。

(6)す べての空でない正の整数の集合は最
小の整数を含む.

略証)実 際その様な集合は最小の整数nを 含
む。このとき,整 数 0,1,2,n-1,nの 中で最初

にその中に含まれる数が最小の整数である
.

(6)と 同等な性質が次の (6`)の 数学的帰納
法の原理である。

(6')正 の整数xに 関する命題がx=0に 対
して真であり,か つ,“すべての

x<nに 対して真であるならばx=nに 対しても真
である
“
ならばすべてのxに ついてその命

題は真である。

上の2つ の議論では,な かなかイメ
ージがつかめないでしよう。そこでイメ

ージをつかみやす

いよう例により説明して見ましよう。

自然数の全体集合を Nと しましょう。そのとき,性 質
Pと 性質 Qが あります。ここで,

A=(x∈ NIP(め =真),  B={X∈ NIQ(xl=員 )

としましょう。今,自 然数の要素に関し,P(xl=真 は
xに ついて常に性質Pが 成立しているこ

とを表します.こ こで,Pが 成立すれば Qが 成立すると
いる論理的な命題はA⊆ Bと おなじで

す.次 に3段論法を考えて見ましょう。

A=〔 X∈ N18を 割り切る数l

B={x∈ N14を 割り切る数}

c=(x∈ N12を 割りきる数)

このとき,明 らかにム⊆B⊆ Cす なわち,A→ B→ C(Aが 成
立すればBが 成立し,ま た,C

も成立する).つ まり, 8で 割り切る数は4で も2で も割り切
ります。このように,A→ Bが

成立し,B→ Cが 成立するときは推移率からA→ Cが 成立
します (三段論法ともいいます).三

段論法を積み重ねると多段論法にな ります .多 段論法
とは,す なわち, 鳥 → え+1が

,=1,2,3,…,れ-1で 成立すればさきほどの例からぇ→ 鳥 とな
ります。ここで,も し,■ が正

しいならば,Pl→ 鳥より鳥も正しいことになります
.

帰納的という言葉を辞書などで検索すると具体的な事柄から
一般的な事柄を導くという意

味があります。
一つ一つの積み重ねを行つてやつとゴ

ールにたどり着くという息の長い証明の

ょうですが (6),(6`)の 基本的公理をもう
一度読み替えしてみてください。
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鳥が正しい命題であり,命 題[鳥」→ 鳥]がす
べての自然数れ≧2で成 り立てば,

命題 鳥がすべての自然数で成り立つ。

では,帰納法による簡単な証明から入っていきましょう。帰納法による証明の手続きを身に付

けてください。

例 1)任 意の正の整数nについて,

乳 五 十外 算 4 … 十れ
三

七 井
(1)

は真である。

証明 命 題Sl:上ヱ =1は 明らかに真です.よ って,帰 納法の第 1段 (帰納法の基礎ステップ)

はできました。

妊 軌 ■+みだ丼 4… 十た=里
義井
豊選 である期 定します このと乱 瑞 援 で

あること杯 します すなわユ 瑞 Ⅲ 2■3■牛
…キ ャ 均 =ホ 杯 します

まず,帰 納法の仮説により,

1 + 2 + 3 + 4 + …・+ た+ ( た+ 1 ) = た
( た+ 1 ) 十
( た+ 1 )

となります。ここで,

響
ヤ → =ぬ

です。よって,

1 + 2 + 3 + 4 + …十たキ仕+ り= 理
) 仕十幼

2

であり,こ のことがSた+1が真であることを検証しています.ゆ えに数学的帰納法の原理によっ

て1+2+3+4+… +れ =れ
(れ+1)が

成り立ちます。
2

例 2 )ち ょっと変わった証明をしてみましょう。みなさんが知っているように, 3角 形の内

角は 18 0度 ,四 角形の内角の和は 36 0度 ,  5角 形の内角の和は 54 0度 ,  6角 形の内角

の和は 72 0度 である.平 面上の凸 (n + 2 )角 形の内角の和は18 0×れ度であることを

示しなさい。まず,三 角形の内角の和は明らかに 180度ですから,そ の命題をSlとお

くとSlは明らかに真となり,帰 納法の第 1段はできました。
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次に, Sれ」が正しいとして,す なわち,凸 (n+1)角 形の角度が

180(n-1)度であることを正しいと仮定した上でSれ=凸 (n+2)角 形の内角の和は 180

n度 である)こ とを示そう。まず,凸 (n+2)角 形Rに対し,そ の3つの連続した頂点

の作る三角形をRか ら取り除くと,凸 (n+1)角形R'ができます。従って内角の和はR'

の内角の和と,取 り除いた三角形の内角の和を加えたものになります。ここで,帰納法の

仮定から,R'の 内角の和はS河 =180(n-1)度です.ゆ えに,Rの 内角の和は {180(n一

1)+180}度 =180n度 となり,Sれが正しい命題であることが示されました。従って,S々

はすべてのnで正しくなります。

図に描いてみましょう。
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いくつかの問題をやってみましょう。

(1)任 意の整数れについて

1 2 キ2 2 + 3 2 …+ 〆 = 仰
+ 以2 ″+ り

6

である。

(2)任 意の整数乃について

1 1 1 1
- ― 十 一 一 + 十 一 + 十 一 + … ●十

1               れ

2・3 3・4 4・5 5・6    (れ+1 )。(れ+2 )  2れ +4

である.

数学的帰納法と不等式

次の命題が新であることを証明しましょう。

任意の負でない整数れについて,2″ >れである.

証明 ま ず,帰 納法の基礎より,20三 1>0な ので不等式はれ=0に ついて成立します。次に子農

法の仮説より2た三たを仮定します。ここで,た は負でない数です。さて,い じょうのことより

2た
村=た+1を 示しましょう.た =0の とき, 2畑 =2>1=た +1で あり,よ って,た ≧1を仮定でき

ます。このとき,

2た
・1=2・
2た>2た三た十た≧た+1

となり,数 学的帰納法の原理により命題は真であることが示されました。

問題 :次の二つの命題が真であることを帰納法により証明しなさい。

問 1.3円 切手と4円 切手だけで 6円以上のすべての郵便代が払えることを証明しなさい.

問 2.任 意の整数乃≧5について,

2れ>れ
2

である。



帰納法のプリント解答
問1.3円 切手と4円切手だけで6円以上のすべての郵便料金が支払えることを示し
なさい.

帰納法の基礎 :6円 の郵便代は3円切手2枚で払える。

帰納法の仮定 :た>6で あるたに対して,た円の切手代が 3円切手初枚と4円切手れ枚
で支払えることを仮定する。すなわち,

た=3初+4れ

を仮定する (初≧o,れ≧0)。この準備の下で,た +1が 3初 と4れ で表せることを示す。
帰納の段階 :初≧oの とき,た +1=3初 +4れ+1‐3∽ -1)+4(れ+1)であるか ら,た +1円 の
切手代は 3円 切手 (初-1)枚と4円 切手 (れ+1)枚で支払うことが可能となる.
(ここに, 磁 _1)≧0,( +々1)≧0で ある).初 =oな らば,た =4れとなり, ここで,
た>6で あるので,れ≧2以上でなければならない。従って,た+1=4れ+1=3・3+4(れ-2)
となり,た +1円 の切手代は 3円 切手 3枚 と4円 切手 (″-2)枚で支払うことがで
きる。

帰納法の結論 :ゆえに帰納法の原理より,3円 切手と4円 切手だけで 6円 以上のすべ
ての郵便料金が支払えることが示された。

問 2.

れ≧5に対して,2カ>れ
2を
示す。

帰納法の基礎

まず,れ= 5 のとき,

25_32>25‐52ょりれ=5の とき,上 式は成立する,
帰納法の仮定

れ=た>5の とき,2た>た2を仮定したとき,
2 た+ 1 > ( たキ1 ) 2

を示そう。まず,

2 た
+ 1 _ 2 ×
2た=た
2 +た2 =た2 +た。そ>た

2 + 5た

二た
2+2た
+3た ≧た

2+2た
+3・5

>た
2+2た
+1_(た +1)2

ゆえに,上 式より,た > 5の とき,

2た+1> (た+1 ) 2

が成立する。れれ

帰納法の結論

ゆえに帰納法の原理により

乃≧5に対 して,2れ>乃
2が
示された,



5月 20日 演習問題
数学的帰納法

( 1 )
れ≧0 , α≠1 に対して,

1 + α t t  α
2 + …
. 十α
れ
= 1 ~ α

・々1

1 - α

を帰納法により証明しなさい。

解答 :

まず帰納法の基礎より,

″=0の とき,

1 = ( 1 - α) 二1
( 1 - α )

となり,成 立する。次に帰納法の仮定より
れ=痢こ対して,

1 + α + α
2 + …

+ α
た
= 上

α
畑

1 - α

を仮定する。

このとき,

れ=た+1に 対して,

1 + α+ α2 + … + α々+ 1 = 上
~ αた+ 2

1 - α

を示す。

まず,

1 + α t t  α
2 + …

. 十 α
女・1 = ( 1 + α

+ α
2 + …

. αた
) + α

た+ 1

=1-α
何
+α用=1-ダ十α

畑一α体2 1_α体2
1 - α           l _ α        l _ α

となり,″ =た+1の時も成立することが示された。

ゆえに,す べてのれ≧oに対し,本 式が成立することが示された。

( 2 )

れ≧1のすべての整数に対して,れ
3+2れ
が 3で割りきれることを帰納法によって

証明しなさい。

まず,帰 納法の基礎より″圭1のとき, 1+2=3で あるから,成 立する。
帰納法の仮定 :″二たにおいて,た

3+2た
が 3で 割 り切れると仮定したとき,



(た+1)3+2(た +1)

も 3で 割 り切れることを示す。

帰納の段階 :帰納法の仮定より

(た+1)3+2(た■1)=た
3+3た2+3た

十五十2た+2

=(た3+2た)+(3た
2+3た
+3)=(た3+2た)+3(た

2+た
+)

とな り,右 辺第 1項 は仮定より3で 割 り切れ,ま た,第 2項 は明らかに 3で 割 り切れ
る。

帰納法の結論 :以上のことより,

れ≧1の すべての整数に対 して,れ
3+2れ
が 3で 割 りきれることが示された。

(3)次 の等式を証明しなさい.

り土+売十義…十詳両=治
1)は 各自でやってくださぃ

幼土+去+キ…+
2 )の 略証 :れ三1のとき,

1・3  2 + 1

となり成立する。次にれ三たのとき,

高
十
丁百
+丁
万
+… +

を仮定する。このとき,

(2れ -1).(2れ +1) 2れ +1

(2 た  -1).(2 た  +1) 2た +1

― 十 一― + 一 ―

1 ・3   3 ・5   5 ・7 た + 1 ) ・( 2 た+ 3 )

2た
2+3た
+1

十 ・… +

1

(2

た
= ― 十
2た+1 ( 2 た  + 1).(2 た  +3)

_ (2た +1)(た+1)     (た +1)

(2た+1)(2た +3) (2(た +1)+1)

となり,す べてのれ≧1について

( 2 た + 1 ) ・( 2 た + 3 )

( 2 れ  _1).(2 れ  + 1) 2れ +1
高
十
石
十
覇
… …

が示された。


